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第 12講 連鎖法則と高階偏導関数、2変数関数の極大と極小 

1 変数関数における「合成関数の微分法」 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=
𝑑𝑦

𝑑𝑢
∙
𝑑𝑢

𝑑𝑥
 

を多変数に拡張しよう。 

 

(証明) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

関数𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)が、各点で全微分可能で、𝑥, 𝑦が 

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡) 

と、微分可能な𝑡の関数で表せるとき、 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥
∙
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦
∙
𝑑𝑦

𝑑𝑡
 

 定理 12.1



 
184 

 

例  

𝑧 = 𝑥2 + 𝑦2, 𝑥 =
1

𝑡
, 𝑦 = 𝑡2 

として、(・𝑧 =
1

𝑡2
+ 𝑡4により、

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= −

2

𝑡3
+ 4𝑡3) 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥
⋅
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦
⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 2𝑥 ⋅ (−

1

𝑡2
) + 2𝑦 ⋅ 2𝑡 =

2

𝑡
⋅ (−

1

𝑡2
) + 2𝑡2 ⋅ 2𝑡 = −

2

𝑡3
+ 4𝑡3⋯□ 

例 

𝑧 = √𝑥2 + 2𝑥𝑦 , 𝑥 = cos𝜃, 𝑦 = sin𝜃 

として、 

𝜕𝑧

𝜕𝑥
=

2𝑥 + 2𝑦

2√𝑥2 + 2𝑥𝑦
,
𝜕𝑧

𝜕𝑦
=

2𝑥

2√𝑥2 + 2𝑥𝑦
 

よって、 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥
⋅
𝑑𝑥

𝑑𝑡
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦
⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −

𝑥 + 𝑦

√𝑥2 + 2𝑥𝑦
sin𝜃 +

𝑥

√𝑥2 + 2𝑥𝑦
cos𝜃 

㊟ 陰関数におけるちょっとした計算 

もし、𝐹(𝑥, 𝑦) = 0によって、𝑦が局所的に𝑥による関数として定まるなら、 

d𝐹

d𝑥
=
𝜕𝐹

𝜕𝑥
∙
d𝑥

d𝑥
+
𝜕𝐹

𝜕𝑦
∙
d𝑦

d𝑥
 

=
𝜕𝐹

𝜕𝑥
+
𝜕𝐹

𝜕𝑦
∙
d𝑦

d𝑥
= 0 

とかけるので、
𝜕𝐹

𝜕𝑦
≠ 0のとき、 

d𝑦

d𝑥
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑥
𝜕𝐹
𝜕𝑦
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例 

sin(𝑥 + 𝑦) + cos(𝑥 − 𝑦) = 𝑦のとき、
d𝑦

d𝑥
を求めよう。 

𝐹(𝑥, 𝑦) = sin(𝑥 + 𝑦) + cos(𝑥 − 𝑦) − 𝑦 

として、𝐹(𝑥, 𝑦) = 0である。 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
= cos(𝑥 + 𝑦) − sin(𝑥 − 𝑦) 

𝜕𝐹

𝜕𝑦
= cos(𝑥 + 𝑦) + sin(𝑥 − 𝑦) − 1 

かつ、 

𝑑𝐹

𝑑𝑥
=
𝜕𝐹

𝜕𝑥
⋅
𝑑𝑥

𝑑𝑥
+
𝜕𝐹

𝜕𝑦
⋅
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 0 

により、 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= −

𝜕𝐹
𝜕𝑦
𝜕𝐹
𝜕𝑥

=
cos(𝑥 + 𝑦) − sin(𝑥 − 𝑦)

cos(𝑥 + 𝑦) + sin(𝑥 − 𝑦) − 1
 

 

(㊟ (定理 12 − 1)での𝑡での微分を𝑢, 𝑣での偏微分でおきかえただけ。) 

この「連立方程式」を行列を用いて、 

(
𝜕𝑧

𝜕𝑢
,
𝜕𝑧

𝜕𝑣
) = (

𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑦
)(

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

) 

とかける。 

𝐽 = (

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

) 

として、𝐽−1があれば、 

(
𝜕𝑧

𝜕𝑥

𝜕𝑧

𝜕𝑦
) = (

𝜕𝑧

𝜕𝑢

𝜕𝑧

𝜕𝑣
) ∙ 𝐽−1 

とかけるだろう。 

 

𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)が、各点で全微分可能であり、 

𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣) 

と、これも全微分可能な関数で表されるとき、 

ە
ۖ
۔

ۖ
𝑧��ۓ

𝜕𝑢
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥
∙
𝜕𝑥

𝜕𝑢
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑦

𝜕𝑢
𝜕𝑧

𝜕𝑣
=
𝜕𝑧

𝜕𝑥
∙
𝜕𝑥

𝜕𝑣
+
𝜕𝑧

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑦

𝜕𝑣

 

 定理 12.2
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・
𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
=
𝜕𝑥

𝜕𝑢
∙
𝜕𝑦

𝜕𝑣
−
𝜕𝑥

𝜕𝑣
∙
𝜕𝑦

𝜕𝑢
 

である。 

例 

𝑥 = 𝑟cos𝜃, 𝑦 = 𝑟sin𝜃のとき、 

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑟, 𝜃)
= det(

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑥

𝜕𝜃
𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝜃

) = det (
cos𝜃 −𝑟sin𝜃
sin𝜃 𝑟cos𝜃

) = 𝑟cos2𝜃 + 𝑟sin2𝜃 = 1 

 

㊟ やはりこれも 

(
𝜕𝑤

𝜕𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝜃

𝜕𝑤

𝜕𝜑
) = (

𝜕𝑤

𝜕𝑥

𝜕𝑤

𝜕𝑦

𝜕𝑤

𝜕𝑧
)

(

 
 
 
 

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑧

𝜕𝑟
𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕𝜃
𝜕𝑥

𝜕𝜑

𝜕𝑦

𝜕𝜑

𝜕𝑧

𝜕𝜑)

 
 
 
 

 

とかけて、この左から乗ずる行列の行列式を「ヤコビアン」と呼び、 

 

行列式 

det(

𝜕𝑥

𝜕𝑢

𝜕𝑥

𝜕𝑣
𝜕𝑦

𝜕𝑢

𝜕𝑦

𝜕𝑣

) 

を「ヤコビアン」と呼び、 

𝜕(𝑥, 𝑦)

𝜕(𝑢, 𝑣)
 

とかく。 

 定義 12.1

 

𝑤 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)が全微分可能であり、 

𝑥 = 𝑥(𝑡), 𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑧 = (𝑡) 

と微分可能な関数でかけるとき、 

d𝑤

d𝑡
=
∂𝑤

∂𝑥
∙
d𝑥

d𝑡
+
∂𝑤

∂𝑦
∙
d𝑦

d𝑡
+
∂𝑤

∂𝑧
∙
d𝑧

d𝑡
 

同様に、𝑥 = 𝑥(𝑟, 𝜃, 𝜑), 𝑦 = 𝑦(𝑟, 𝜃, 𝜑), 𝑧 = (𝑟, 𝜃, 𝜑)のとき、 

ە
ۖۖ

۔

ۖۖ

ۓ
𝜕𝑤

𝜕𝑟
=
𝜕𝑤

𝜕𝑥
∙
𝜕𝑥

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑟
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑟
𝜕𝑤

𝜕𝜃
=
𝜕𝑤

𝜕𝑥
∙
𝜕𝑥

𝜕𝜃
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑦

𝜕𝜃
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
∙
𝜕𝑧

𝜕𝜃
𝜕𝑤

𝜕𝜑
=
𝜕𝑤

𝜕𝑥
∙
𝜕𝑥

𝜕𝜑
+
𝜕𝑤

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑦

𝜕𝜑
+
𝜕𝑤

𝜕𝑧
∙
𝜕𝑧

𝜕𝜑

 

 

 定理 12.3
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𝜕(𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝜕(𝑟, 𝜃, 𝜑)
= det

(

 
 
 
 

𝜕𝑥

𝜕𝑟

𝜕𝑦

𝜕𝑟

𝜕𝑧

𝜕𝑟
𝜕𝑥

𝜕𝜃

𝜕𝑦

𝜕𝜃

𝜕𝑧

𝜕𝜃
𝜕𝑥

𝜕𝜑

𝜕𝑦

𝜕𝜑

𝜕𝑧

𝜕𝜑)

 
 
 
 

 

とかく。 

 

例  

𝑓𝑥𝑥𝑦 =
𝜕3𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥𝜕𝑥
=
𝜕

𝜕𝑦
(
𝜕

𝜕𝑥
(
𝜕

𝜕𝑥
𝑓)) 

 

 

例  

𝑓𝑥𝑥𝑥𝑦 = 𝑓𝑥𝑥𝑦𝑥 = 𝑓𝑥𝑦𝑥𝑥 = 𝑓𝑦𝑥𝑥𝑥 

𝜕3𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥𝜕𝑥
=

𝜕3𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦𝜕𝑥
=

𝜕3𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑥𝜕𝑦
 

である。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

偏導関数𝑓𝑥 , 𝑓𝑦が偏微分可能なとき、さらに𝑥, 𝑦で偏微分した𝑓𝑥𝑥 , 𝑓𝑥𝑦 , 𝑓𝑦𝑥 , 𝑓𝑦𝑦を第 2 次偏導関数と呼ん

だ。同様にして、第 3次、第 4次、…、第𝑛次偏導関数を定める。 

 

 定義 12.2

 

𝑓(𝑥, 𝑦)が𝑛回偏微分可能で、全ての𝑛階までの偏導関数たちが連続であるとき、 

𝑓(𝑥, 𝑦)をC𝑛級という。 

 

 定義 12.3

 

𝑓(𝑥, 𝑦)がC𝑛級のとき、𝑛階までのすべての偏導関数において偏微分を行う順序は𝑥, 𝑦について交換可

能である。 

 

 定義 12.4


